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１．はじめに

保存力学系において、カオスが発生する場

合の相空間は、一般に規則的な運動をする領

域（トーラスの島）と不規則的な運動をする領

域（カオスの海）から構成される。カオス軌道

は非周期軌道であるため、相空間上のカオスの

海上を、くまなく巡る[1], [2], [3], [4]。しかし、

カオスの海上でのカオス軌道の統計性は、単純

ではない[5], [6], [7], [8]。私は、これまで少数

自由度の保存力学系におけるカオスの統計的な

性質を、数値解析により研究を行ってきた。そ

の結果、少数自由度の保存力学系では、カオス

軌道がトーラスの島とカオスの海の境界領域に

Hénon-Heiles系のカオス軌道の初期時間領域と終期時間領域での２時間相関関数の減衰形
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要旨　Hénon-Heiles系のカオス軌道の統計的性質として力学変数の２時間相関関数の数値解析

を行った。カオス軌道は、正のLyapunov指数をもった不安定な非周期軌道である。その初期値

への敏感な依存性により、決定論に従うにもかかわらず初期値のわずかな測定誤差が指数関数的

に拡大され、長時間後の予測が困難となる。

　Hénon-Heiles系のカオス軌道の２時間相関関数は、時間と共に振動しながら減衰し、０に漸

近していくことが、数値計算により確認できる。しかし、その減衰形は単調ではなく、決定論的

な性質が残る初期時間領域と確率的でランダムな性質があらわれる終期時間領域とで異なる性質

をもつものと考えられる。パワースペクトルのピーク構造や最大Lyapunov指数により、初期時

間領域と終期時間領域でのカオス軌道の２時間相関関数の減衰形の違いを考察した。
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停滞するため、種々の物理量に長時間相関があ

らわれることがわかってきた[9], [10]。

前稿[11], [12]では、カオスが発生する保存

力学系の代表的な例であるHénon-Heiles系に

おける２時間相関関数とパワースペクトルにつ

いて考察した。Hénon-Heiles系にいて非線形

性が最も強いパラメータE＝1/6における全て

の力学変数x, y, px, pyの２時間相関関数が振動

しながら０に漸近していくこと、xとy、pxと

pyの２時間相関関数が一致することを数値計算

により示した。yの２時間相関関数は、指数減

衰関数とパワースペクトルのピークに対応する

振動数で振動する指数減衰関数の和で表わせる

こと、pyの２時間相関関数は、パワースペクト
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ルのピークに対応する振動数で振動する指数減

衰関数の和で表わせることを示した。

カオス軌道は、正のLyapunov指数をもっ

た不安定な非周期軌道であり、その初期値への

敏感な依存性により、決定論に従うにもかかわ

らず初期値のわずかな測定誤差が指数関数的に

拡大され、長時間後の予測が困難となる。その

ため、Hénon-Heiles系のカオス軌道の２時間

相関関数の減衰形は単調ではなく、決定論的な

性質が残る初期時間領域と確率的でランダムな

性質があらわれる終期時間領域とで異なる性質

をもつものと考えられる。

本稿では、保存力学系のカオス解をもつ典型

的な微分方程式系であるHénon-Heiles系の初

期時間領域と終期時間領域でのカオス軌道の２

時間相関関数の減衰形の違いについて考察し

た。

第２節でHénon-Heiles系について紹介し、

第３節でカオス時系列の２時間相関関数とパ

ワースペクトルの数値計算結果を示し、第４節

でパワースペクトルのピーク構造の数値計算

結果と２時間相関関数との関係について紹介す

る。第５節でカオス軌道の初期時間領域と終期

時間領域での２時間相関関数の減衰形の違いに

ついて考察する。第６節で今回の数値計算のま

とめと今後の課題を述べる。

２．Hénon-Heiles系

M. HénonとC. Heilesは、Hénon-Heiles系

において、非線形パラメータであるエネルギー

積分I1＝Eが大きくなるに従い相空間内の可積

分な領域が壊れていく様子を、計算機実験に

よって示した（1964年）。これは、保存力学系

の相空間上でのカオス軌道を数値的に描いて見

せた最初の研究として知られている[13]。

Hénon-Heiles系のハミルトニアンHは、次

式で与えられる。

H＝
１
―
２

(p2
x＋p2

y)＋U(x, y) (1)

ポテンシャルU(x, y)は、次式で与えられる。

U(x, y)＝ １
―
２ (x2＋y2＋2x2y－ ２

―
３

y3) (2)

(2)式の右辺の第３、４項が非線形項を与え

る。

(1)式のハミルトニアンHより、X→ (t)の時間

発展方程式は、次式より与えられる。

x4
y4
p4x
p4y

＝F→ (X→ (t))＝
∂H/∂px
∂H/∂py
－∂H/∂x
－∂H/∂y

＝

px

py

－x
－y

＝

０
０

－2xy
－x2＋y2

(3)

エネルギー積分EがEc(=1/6)以下であれば、

Hénon-Heiles系の軌道は相空間内の有限な

領域に束縛される。Hénon-Heiles系のエネ

ルギー積分 I1＝Eは、保存量である。従って、

X→ (t)＝{x(t), y(t), px(t), py(t)}の内の３つの変

数の値が決まれば、すべての変数の値が決まる

ので、この系の自由度は実質的に３である。そ

のため、相空間上の全ての軌道は、E＝一定の

条件を満足する３次元領域内に閉じ込められ

る。図１は、系のエネルギー積分を変えた時の

ポアンカレ断面∑ x上のカオス軌道をプロット

したものである。もし、I1の他にもう１つの保

存量が存在すれば、軌道は２次元領域内に局在

するため、ポアンカレ断面∑ x上での軌道X→ (t)
は、ある１次元の線あるいは閉曲線上にプロッ

トされる。図１における黒く広がった領域は

「カオスの海」と呼ばれる領域である。「カオス

の海」上に初期値をとれば、その軌道X→ (t)は、

３次元的となり、I1の他にもう１つの保存量が

ないため、非可積分となる。図１より、この系
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はエネルギーEが大きくなるに従って「カオ

スの海」が広がることがわかる。従って、エネ

ルギーE ( Ec)が大きくなるにつれて相空間

内での軌道の大域的な性質が、カオス的な運動

が支配的になることがわかる。

Runge-Kutta法では、繰り返し計算が多く

なるにしたがい、エネルギー誤差が大きくなっ

てしまう危険がある。前稿[11], [12]と同様に

本稿でも、方程式(3)の数値積分は、エネルギー

誤差を一定の範囲に抑えることができるシンプ

レクティック数値解法を採用した[14], [15]。

次節では、カオス軌道の２時間相関関数とパ

ワースペクトルの数値計算結果を紹介する。

３．２時間相関関数とパワースペクトル

Hénon-Heiles系の運動方程式(3)のカオス

軌道のランダムさの統計的に調べるために、次

式のpy(t), y(t)の２時間相関関数を数値計算で

求めた[16]。

Cpy(t)≡〈py(t)py(0)〉＝l
T→∞
im

１
―T ʃ

T

0
ds py(t＋s)py(t) (4)

Cy(t)≡〈y(t)y(0)〉＝l
T→∞
im

１
―T ʃ

T

0
ds y(t＋s)y(t) (5)

図２は、非線形性が最も強いパラメータE
＝1/6における２つの力学変数py, yについて２

時間相関関数を数値的に求めた結果である。図

２より、py, yのいずれに対しても時間 tが大き

くなるに従い、２時間相関関数は振動しながら

０に漸近している。ただし、これらの２時間相

関関数の減衰形は単純ではない。

Wiener-Khintchineの公式[17]より、py(t), 
y(t)のパワースペクトルは、py(t), y(t)の２時間

相関関数のフーリエ変換である。py(t), y(t)の
パワースペクトルにより、２時間相関関数の減

衰形に含まれる振動成分を抜き出すことができ

る。py(t), y(t)のパワースペクトルは、次式に

より与えられる。

E= 1/10

E= 7/48

E= 1/8

E= 1/6

0.6

0.3

0.0

-0.3

-0.6
-0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6

0.6

0.3

0.0

-0.3

-0.6
-0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6

0.6

0.3

0.0

-0.3
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0.3
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-0.3
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図１：E＝1/10, 1/8, 7/48, 1/6において、相空間内でカオス領域内のある１つの初期点X→(0)から出発し、
x(t)＝0でy(t), py(t) の軸を含む平面（ポアンカレ断面∑x）をpx(t)＞0の向きに通過する点のプロット
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Ipy(ω)≡l
T→∞
im

T
―
2π〈｜

１
―T ʃ

T

0
dt py(t)e－iωt｜

2

〉
　　  ＝l

T→∞
im

１
―
πʃ

T

0
dt (１－

t
―T ) Cpy(t)cos ωt (6)

Iy(ω)≡l
T→∞
im

T
―
2π〈｜

１
―T ʃ

T

0
dt y(t)e－iωt｜

2

〉
　　＝l

T→∞
im

１
―
πʃ

T

0
dt (１－

t
―T ) Cy(t)cos ωt (7)

　図３は、高速フーリエ変換（FFT）を使って、

(6), (7)式のパワースペクトルを数値的に求め

た結果である。

図３(a)のpy(t)のパワースペクトル Ipy(ω)に

は、ω0＝1.002, ω1＝0.799の２つの振動ピー

ク、図３(b)のy(t)のパワースペクトルIy(ω)に

は、ω’0＝0.000, ω’1＝0.797, ω’2＝1.002の３つの

振動ピークがみられる。これらのピークの振動

数は、図２の２時間相関関数にみられる振動の

振動数に対応する。またパワースペクトルの振

動数ピーク付近の関数形は、２時間相関関数の

減衰形と関連しており重要である。次節では、

Iy(ω)よりもパワースペクトルのピーク数が１

つ少ないIpy(ω)のピーク構造に着目し、２時間

相関関数の減衰形との関連を考察する。

４．パワースペクトルのピーク構造と２時間

相関関数

図３のパワースペクトルIpy(ω)の振動数ピー

ク付近の関数形を考察する。

図４は、Ipy(ω)の振動数ピーク付近の構造と

フィッティング関数を重ねたグラフである。

図２：E＝1/6におけるpy, yに関する２時間相
関関数(a)Cpy(t)、(b)Cy(t)

図３：E＝1/6における数値計算から得られたパワースペクトル(a)Ipy(ω)、(b)Iy(ω)
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図４(a)のIpy(ω)のω＝ω0付近のフィッティン

グ関数は、次式の非対称ローレンチアンであ

る。

I 0py(ω)＝
a0―
2π

 
(ω－ω

∧

0)sinθ0＋γ0cosθ0――――――――――
(ω－ω

∧

0)
2＋γ2

0
＋

a0―
2π

 
(ω＋ω

∧

0)sin(－θ0)＋γ0cos(－θ0)―――――――――――――
(ω－ω

∧

0)
2＋γ2

0
＋b0 (8)

図４(a)では、a0＝0.031, γ0＝0.025, ω
∧

0＝1.015, 

θ0＝－1.177, b0＝0.030である。ω＝ω0のピーク

で非対称ローレンチアンからの大きなずれがみ

られる。ω＝ω0でのずれは、ラインスペクトル

を示唆しているのではないかと考えられる。

図４(b)の Ipy(ω)のω＝ω1付近のピーク構造

は、次式の非対称ローレンチアンで近似した。

I 1py(ω)＝
a1―
2π

 
(ω－ω

∧

1)sinθ1＋γ1cosθ1――――――――――
(ω－ω

∧

1)
2＋γ2

1

＋
a1―
2π

 
(ω＋ω

∧

1)sin(－θ1)＋γ1cos(－θ1)―――――――――――――
(ω＋ω

∧

1)
2＋γ2

1
＋b1 (9)

図 4 (b)では、a1＝0.018, γ1＝0.030, ω
∧

1＝0.799, 

θ1＝－0.046, b1＝0.033である。(8), (9)式をフー

リエ変換すると

C0
py(t)＝a0exp[－γ0t]cos(ω

∧

0t＋θ0) (10)

C1
py(t)＝a1exp[－γ1t]cos(ω

∧

1t＋θ1) (11)

となる。pyの２時間相関関数は、パワースペク

トルのIpy(ω)のピークに対応する振動数で振動

する(10), (11)式の指数減衰関数の重ね合わせで

表わせることを示している。

５．カオス軌道の初期時間領域と終期時間領

域での２時間相関関数の減衰形

カオス軌道は、正のLyapunov指数をもっ

た不安定な非周期軌道である。その初期値への

敏感な依存性により、決定論に従うにもかかわ

らず初期値のわずかな測定誤差が指数関数的に

拡大され、長時間後の予測が困難となる。その

ため、カオス軌道の２時間相関関数の減衰形に

は、２つのタイプが存在するのではないかと考

えられる。初期の時間領域では、決定論的な性

質が支配的であり、終期の時間領域では、確率

論的でランダムな性質が支配的になるのではな

いかと考えられる。

このような理由から、初期の時間領域では、

決定論的な性質が反映されて、パワースペクト

図４：E＝1/6におけるパワースペクトルIpy(ω)の振動数ピークω＝ω0, ω1付近の数値計算結果と非対称
ローレンチアン近似との比較
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ルのピーク数が２つであることから、次式の時

間に可逆な振動を伴う代数型減衰関数で表わさ

れると仮定する。

Cpy(t) ＝∑
i＝0

1 ai――――
１＋(γit)2

 cos(ωit＋θi) (12)

終期の時間領域では、ランダムな性質が反映さ

れて、パワースペクトルのピーク数が２つであ

ることから、次式の振動を伴う指数型減衰関数

で表わされると仮定する。

Cpy(t)＝∑
i＝0

1

 
 

ai exp[－γit]cos(ωit＋θi) (13)

数値計算より得られたデータを、初期の時間領

域と終期の時間領域において、それぞれ(12)式, 

(13)式で表わされる関数でのフィッティングを

行った。但し、図４(a)にみられるラインスペ

クトルに対応する振動項を考慮して関数フィッ

ティングを行った。

まず、カオス軌道が決定論的な性質を維持で

きる時間τiの目安として、最大Lyapunov指

数の逆数を考える。前稿でE＝1/6における最

大Lyapunov指数は、0.126であることを示し

た[11]。τiは、最大Lyapunov指数の逆数であ

る1/0.126＝7.936...よりτi＝7.9と見積もれる。

厳密にいえば、Hénon-Heiles系の場合、３次

元の力学系であるため、最大Lyapunov指数

のみで、この初期時間領域を決められるわけで

はない。

図５は、２時間相関関数を t＝0－τiの初期

時間領域で、代数型減衰関数(12)で近似したも

のである。

近似した代数型減衰関数は、次の(14)式であ

る。第１項は振動数ω1で代数的に減衰する項

である。フィッティングを行った結果、振動数

0.840は、パワースペクトルのピークω1＝0.799

から少しずれている。第２項は、振動数ω0で代

数的に減衰する項である。第３項は、図４(a)

のパワースペクトルで見られたラインスペクト

ルに対応する振動項である。振動数1.130はパ

ワースペクトルのピークω0＝1.002から少しず

れている。

Cpy(t)＝
0.766

――――――
１＋(0.083t)2  cos(0.840t＋0.113)

＋
0.242

――――――
１＋(0.578t)2  cos(1.130t－0.207)

－0.002cos(t＋2.559) (14)

次に、終期時間領域の始めの時間τfの目安と

して、図４(a), (b)のpy(t)のパワースペクトル

のピークの関数形より、py(t)の２時間相関関数

の振動数ω0の減衰係数γ0＝0.025と振動数ω1の

減衰係数γ1＝0.030より、相関時間は、減衰係

数の逆数であることから、振動数ω0では40.0、

振動数ω1では33.3となり、τf＝40.0と見積もれ

る。図６は、E＝1/6におけるpyの２時間相関

関数の終期時間領域における数値計算結果と指

数型減衰関数近似曲線との比較である。tが大

きくなるに従い、フィッティングが良くなるこ

とがわかる。

図５：E＝1/6におけるpyの２時間相関関数の初
期時間領域における代数型減衰関数近似(14)
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近似した指数型減衰関数は、次の(15)式であ

る。第１項は振動数ω1で指数的に減衰する項で

ある。第２項は、振動数ω0で指数的に減衰する

項である。第３項は、図４(a)のパワースペク

トルで見られたラインスペクトルに対応する振

動項である。

Cpy(t)＝0.269exp[－0.030t]cos(0.799t－6.378)

＋0.095exp[－0.010t]cos(1.017t－1.604)

－0.002cos(t＋2.559) (15)

図７は、数値計算結果に代数型減衰関数(14)

と指数型減衰関数(15)を重ねた図である。

代数型減衰関数(14)は、t＜τiでは合ってい

るが t＞τiでは、ずれていることがわかる。一

方、指数型減衰関数(15)は、t＞τfで合ってく

ることがわかる。

６．まとめと今後の課題

本稿では、保存力学系でカオス解をもつ典

型的なモデルであるHénon-Heiles系のカオ

ス軌道の統計的性質を数値計算により調べた。

Hénon-Heiles系は、エネルギー積分Eが大き

くなるに従い、相空間上でのカオス解をもつカ

オスの海の領域が広がる。相空間上でのカオ

スの海の領域内に初期値X→ (0)をとり、軌道の

２時間相関関数の統計性を数値的に調べた。特

に、非線形性が最も強いパラメータE＝1/6に

おける２つの力学変数py, yについて２時間相

関関数を数値的に求めた。

力学変数py, yの２時間相関関数は、振動し

ながら減衰する（図２(a), (b)）。２時間相関関

数の振動数や減衰形を調べるために、py, yの

パワースペクトルのピーク付近の構造を調べ

た。パワースペクトルIpy(ω)には、ω＝ω0, ω1の

２つに、パワースペクトル Iy(ω)には、ω＝ω’0, 

ω’1, ω’2の３つにピークがあらわれた（図 ３(a), 

(b)）。そこで、Iy(ω)よりもパワースペクトル

のピーク数が１つ少ないIpy(ω)のピーク構造に

着目し、２時間相関関数の減衰形との関連を考

察した。

Ipy(ω)のω＝ω0付近と、ω＝ω1付近のピーク構

造は、(8), (9) 式の非対称ローレンチアンの近

似式とよく一致した。但し、ω＝ω0では、ライ

ンスペクトルを示唆しているずれが見られた。

(8), (9)式の非対称ローレンチアンは、２時間相

関関数では振動型の指数関数的減衰(10), (11)

図６：E＝1/6におけるpyの２時間相関関数の終期
時間領域における指数型減衰関数近似(15) 図７：初期時間領域でフィットさせた代数型減衰

関数(14)と終期時間領域でフィットさせた指
数型減衰関数(15)
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に対応している。

カオス軌道は、初期の時間領域では、決定論

的な性質が支配的であり、終期の時間領域で

は、確率論的でランダムな性質が支配的となる

性質がある。そこで、この２つの時間領域に分

けて、２時間相関関数の減衰形を考察した。そ

の結果、pyの２時間相関関数の減衰形は、t＜
τiでは代数型減衰関数(14)、t＞τfでは指数型

減衰関数(15)でフィットさせることができた。

終期時間領域を決めるτfの見積もりは、パ

ワースペクトルのピーク近傍の関数形から決定

したのは良いとして、初期時間領域を決めるτi

の見積もりが、最大Lyapunov指数から決定

した点や初期時間領域が非常に短いため、この

点は、今後の課題である。また、初期時間領域

から終期時間領域との間の中間領域（τi＜ t＜
τf ）では、代数型減衰関数(14)とも、指数型減

衰関数(15)ともずれがみられ、初期時間領域か

ら終期時間領域への遷移をどのように特徴づけ

ればよいのかという課題が残されている。

最近、射影演算子法を援用してカオス解をも

つ決定論的な微分方程式を非マルコフな線形確

率微分方程式に変換し、線形確率微分方程式の

核となる記憶関数を数値的に求め、２時間相関

関数やパワースペクトルを分析する研究が行

われている[16], [18], [19], [20], [21], [22]。特

に、森、岡村らは、記憶関数の分析より蔵本

-Sivashinsky(KS)方程式における状態変数の

２時間相関関数は、初期の時間範囲では、時

間に可逆な代数型減衰と長時間後の時間範囲

では、時間に不可逆な指数型減衰からなるこ

と、パワースペクトルは、ピーク付近が時間に

不可逆な指数型減衰を示すローレンツ型ピーク

とピークの裾野が時間に可逆な代数型減衰を示

す指数型ウィングからなることを示した[23], 

[24]。Hénon-Heiles系のカオス軌道の２時間

相関関数の減衰形の考察には、記憶関数の分析

も興味深いテーマである。
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